PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2017

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno debera contestar a una de las dos opcjmopuestas A o B. Los ejercicios
deben redactarse con claridad, detalladamenteopaado las respuestas. Puede utili-
zar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°)a) Calcula razonadamente el area de la region detadaipor la curva de ecuacion
f(x)=((x—1)(x+2), las rectax = —3,x = 2 y el eje de abscisas. Esboza dicha
region.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la rewarte a la grafica de la funcion
f(x) en el punto de absciga= 2.

a)
La funcionf (x) = (x — 1)(x + 2) = x? + x — 2 es una parabola conveia)
cuyo Vvértice es el siguiente: Yﬂ* /
f'(x) =2x+ 1. \
\

f’(x)=0=>2x+1=0:>x=—%.

De la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

S= [, fe)dx— [, f()dx+ [’ f(x)dx =

= [2FO)dx + [ () dx + [ () dx = [F(0)]73 + [FOI% + [F(0)1; =

=F(-2)—F(-3)+F(-2)-F(1)+F(2)—-F(1) =



=2F(-2) —F(-3) - 2F(1) +F(2) =S. (¥

x2

3
X
— — 2x.
2

FX)=[f(x)-dx=f(x*+x—-2)- dx =—+

F(-2)=2 452 g )=-2+2+4=6-2=2

F(-3) ="+ 5 2 (-3)=—9+2+6=2-3=2

F(l)—l— %—2-1=§+%—2=2+3‘12=—Z.

3 2
F)=2+2-2-2=242-4=2-2=

Sustituyendo los valores hallados en la expre&ién

b)
El punto de tangencia es el siguiente:

f2Q)=2-1)2+2)=4=P(2,4).

El valor de la pendiente de la tangente a una &umnen un punto es igual que el
valor de la primera derivada de la funcion en esg@

f'(x) = 2x + 1. m=f'(2)=2-2+1=4+1=5.
y—Yo=m(x—x) >y—4=5-(x—2) =5x—-10

Recta tangente:t =5x —y — 6 = 0.
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1

x+1 \x ;
2°) a) Determinar el valor dé& € R para que la funciofi(x) = (2x+1) si x<0

6x+k si x>0
sea continua en = 0.

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si l@@6éncosx = 2 — x tiene
alguna solucion real en el intervaly 2m].

a)
Para que la funcion sea continuaxea 0 es necesario que sus limites laterales
en ese punto sean iguales e iguales al valor fuad#on.

1

lim f(x) = lim (22 ) =¢ (9

x—0" x—0 \2x+1

Jim, f(x) = lim(6x + k) = k = £(0)

=>k=ce.

1 1 1

. x+1\x 0+1 \o . x+1+x—x\x
(*) llm( )x = ( ) = 1%° = Indet. n%e = lim (—)x =
x—0 \2x+1 0+10 xo0 \ 2x+1

1 : %
. 2x+1—x . —-X . 1
= 1m( )x=11m(1+—)x=11m 1+ 5] =
x—-0 \ 2x+1 x—0 2x+1 x=0 =

1'2x+1' X 2x+1' 1
1 X X 2x+1 1 P 2x+1
=lim|( 14+ 51 =lim |1+ 57 =
x—0 o x—0 o
1 1
2X+1 Y 20 +1 2X+1 Y 2 +1
1\ " 1)~ lim —
=lim|{1+ == =(lim( 1+ == = exs02x+l = g2 = ¢,
x—0 o x—0 o
La funcion f(x) es continua para x = 0 cuando k = e.
b)

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".
Sea la funciorf(x) = 2 — x — cos x.
Comprobar que la ecuaciéos x = 2 — x tiene alguna solucion real en el inter-

valo [0, 2rr] es equivalente a demostrar que la fungifr) tiene alguna raiz real en el
mismo intervalo.



La funcionf (x) es continua en su dominio, que es R, por lo euaslaplicable
el teorema de Bolzano en cualquier intervalo figwe se considere.

Considerando el interva[e’zi,n] € [0,2m] y aplicando el teorema de Bolzano a
f(x):
T T s s
f(;) =2—E—COSE:2———O=—>0.

f(my=2—-nm—cost=2—-n+1=3—-7m<0.

Queda demuestrado que cos x = 2 — x tiene alguna solucion en [0, 2m].
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ax+y+z=1

3°) a) Discute el sistema de ecuaciones linealésay + z = 0; en funcion del para-

x+y+az=0

metroa € R.

b) Resuélvelo razonadamente para el valer 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas delmst®on las siguientes:

a 1 1 a 1 1 1
M=<1 a 1)yM’=<1 a 1 0).
1 1 a 1 1 a O

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a 1 1
IM|={1 a 1|=a®+1+1-a—-a—-a=a®-3a+2=0.
1 1 a
1 0 -3 2
1 1 1 -2
Resolviendo por Ruffini: . 1 R 0]
1
a1=a2=1; a3=_2. -2 _g —O_l
o]
a#1 _ P 0k
Para {ai_z}:oRangM—RangM =3 =n2%incog.> S.C.D.
1 1 1 , 1 1 1 1 Rang M = 1
a=1->M=|1 1 1)J]yM =11 1 1 0 ﬁ{Ran M =2
11 1 1110 g

Paraa =1= Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

2 1 1 1
Paraa=—2:>M’=<1 2 1 0):RangM’:>{Cl,C2,C4}=>
1 1 2 0
1 1
2 0/|=1-2=-1#0= RangM' = 3.
1 0

Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.




b)

y+z=1
Paraa = 0 el sistema eg + z = 0¢, que es compatible determinado. Resol-
x+y=0
viendo por la regla de Cramer:
1 1 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 O 1
—lo 1 ol __ -1 __ 1 11 o ol _1_ 11 1 ol _1_
XY= 1 T T3 y 2 2 z 2 2 2
1 0 1
1 1 0

.y 1 1 1
Solucion:x = —=,y ==,z = -
2 2 2
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4°) Dados los planags= —x+2y+z+2=0yf =-2y+z=0:

a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedrmoddo por el origen de coorde-
nadas y los puntos de interseccion del plamon los tres ejes de coordenadas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general décitapdie la recta paralela a los
planosa y f que pase por el punff0,—1, 3).

a)
Los cortes con los ejes coordenados del ptago—x + 2y +z+ 2 =0 son
los siguientes:

Ejex=>{3z’f8}=>—x+2=o; x =22 A(2,0,0).
. x=0

E]eY:{Z_O}:2y+2=O; y+1=0;y =—1= B(0,—1,0).
) x=0

E]eZ:{yZO}:z+2=O; z=-2=0(0,0,—-2).

Los vectores que determina el origen de coordenamlalos puntos de corte con
los ejes coordenados son los siguientes:

04 = (2,0,0). 0B = (0,—1,0). 0C = (0,0,2).

El volumen del tetraedro que determinan tres vestes un sexto de su producto
mixto en valor absoluto:

vV ==-|[04,0B,0C]| == 0 1 ol e =2
==-|[04,0B,0C]|==-[l0 -1 o||=z-1-4I=3u®
0 0 2 —

b)
Los vectores normales de los planos®spr= (—1,2,1) y ng = (0,-2,1).

El vector director de la recta tiene que ser, kBmeamente, perpendicular a los
vectores normales de los dos planos; es decieatbrdirector de la recta es cualquier
vector que sea linealmente dependiente del progectorial de los vectores normales
de los planos:

_ ik
V=ngAng=|-1 2 1{=2i+2k+2i+j=4i+j+2k>
0o -2 1

=3 =(4,1,2).



La expresion de la rectapedida dada por unas ecuaciones continuas es la si
x _y+1 z—-3

guienter = i Su expresion por unas ecuaciones implicitas es:
_ x=4y+4 } ={x—4y=4
r_2y+2=z—3 T2y —z=-5

k*kkkkkkkhkk



59 a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicadmddar componentes elec-
tronicos en placas de circuito impreso. El 25 %odecomponentes son soldados por
el robot A, el 20 % por el B y el 55 % por el C.sabe que la probabilidad de que una
placa tenga un defecto de soldadura es de 0,G8ssdb soldado por el robot A, 0,04
por el robot By 0,02 por el robot C.

a,) Elegida una placa al azar, calcula razonadameanpedbabilidad de que
tenga un defecto de soldadura.

a,) Se escoge al azar una placa y resulta tener estdafe soldadura, calcula
razonadamente la probabilidad de que haya sidadaldor el robot C.

b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La pholaalde obtener cara es 0,6.
Calcula razonadamente la probabilidad de:

b,) Obtener exactamente tres caras.

b,) Obtener mas de tres caras.

D _»—p=020-004=00080
0,20 . _—00%
B T~=(Qu9¢
\DO\‘ ->p=0,20-0,96 = 0,1920
D

-p=20,55-0,02=0,0110
,0z
9¢€

D - p=0,55-0,98 = 0,5390

a)
P=PD)=P(A)-P(D/A)+PB)-P(D/B)+P(C)-P(D/C) =

=0,25-0,03+0,20-0,04 +0,55-0,02 =0,0075+ 0,0080 + 0,0110 = 0,0265.

a,)
. __ P(CcnD) _ P(C)-P(D/C) —
P=P(C/D) = P(D) ~ P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)
0,55-0,02 0,0110 __0,0110

= 0,4151.

~0,25-0,03+0,20-0,04+0,55:0,02  0,0075+0,0080+0,0110  0,0265

b)

by)
Datos:p =0,6; q=0,4; n=5; r =3,



Aplicando la férmula de la probabilidad de la disicion binomial, que es la
o n _
siguienteP = (r) -p" g™,

p= (5) 10,63+ 0,42 =——0,216 0,16 = =*- 0,03456 = 0,3456.

3 T (5-3)!-3!
b,) : i
= . 4. 1 = . 5. 0 —
P=(7) 06* 04 +P=(2) 0604
5! 5!
= oo 0129604 + 5=+ 0,0778-1=5-0,0518 + 10,0778 =

= 0,2592 + 0,0778 = 0,3370.

*kkkkkkkkk



OPCION B

1°) Halla razonadamente las dimensiones mas ecoasmé una piscina de 82 con
un fondo cuadrado, de manera que la superficieisiparedes y el suelo necesiten la
cantidad minima de material.

Para que la cantidad de material sea minima tjgaeserlo la superficie.

V=x?-h=32>h=2 ()
h I_____ S=x2+4xh
e
e
- x Sustituyendo el valor deobtenido en (*):
X

32 128  x3+128
S(x)=x?+4-x-==x*+—= .
x2 x x

Para que la superficie sea minima es condicioesaeia que su primera derivada
sea cero:

3x%2.x—(x3+128)-1  3x3-x3-128 2x3-128
S'(x) = = = .

x2 x2 x2
3_
S'(x)=0 = Zxx254=0; 2x3—-128=0; x3=64=43=x =3,
h=32=32-7
42 16

El material es minimo para 4 m de lado de la base y 2 m de altura.

Justificacion de que se trata de un minimo:

Una funcién tiene un minimo relativo cuando suwsei@ derivada es positiva
para los valores que anulan su primera derivada:

S”(X) _ 6x2.x2_(2x3_128).2x _ 6X3—2(2x3—128) _ 6x3—4x34256 B 234256

x4 x3 x3 x3

2-334256 ;o (e e
S"(3) = —s — > 0 = Minimo, como se queria justificar.
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2°) Calcula razonadamente las siguientes integrales

a)szw-dx. b) I =[x?*-Lx-dx.

xZ+x-2

Nota: L denota logaritmo neperiano.

) 34952
xX>+2x°+x-10
I _-f X2+x-2

x3 4+2x* +x -10 x% — 5x

—x3  —x? +2x x+1
0 +x2  +3x -—-10
—x?2  —x 42
0 +2x -8

I__l[x3+2x2+x—10
x2+x-2

dx=[(x+1+ ) de=C+x+A ()

x%2+x-2

2x—8
A= -dx
'[x2+x—2

~14V148 _ —143
x2+x—-2=0; x= —=——2x=-2x=1

x2+x—-2=(x+2)(x-1).

2x-8 _ M + N _ Mx—-M+Nx+2N _ (M+N)x+(—M+2N) M+ N =2 }:>
x24x-2 x42  x-1  (x+2)(x-1) x2+x-2 —M + 2N = -8

=>3N=—-6; N=-2=>M =4,

Am S = () ar = (g2 e

xX+2 x—1

(x+2)*

=4-Llx+2|-2-Lix =1+ C =L ;

+ C.

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:

. x3+2x2+x—10. —-fi (x+2)*
I-f—;agr—dx—2+x+L@qy+C
b)
u=Lx ->du==--dx X 21
I=[x* Lx-dx= (=l 5= [T —dx =
dv=x?-dx->v="



3

3

3
Lx—=-[x?dx =% Lx -
3 3

%3
3

=< . 3Lx - D).

3
I=fx2-Lx-dx=%-(3Lx—1)+C.
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0 1 1 -1 0 1 1
3°) Dadas las matrices= (1 0 0>,B=<0 -1 0)yC=<0

0 0 1 1 1 0

a) Calcula razonadamente®,

b) Calcula razonadamente la matriz X que verificadju& + B = C2.

a)
Se obtiene la inversa de A por el método de Gauskad.
0 1 1|11 0 O 1 0 00 1 O
(A|I)=<1 0 0|0 1 0>=>{F1<—>F2}:><0 1 111 0 0>=>
0 0 1l0 0 1 0 0 1l0 0 1
1 0 00 1 O 0 1 O
=>{F, > F,—F;}= (0 1 01 O —1) = Al = (1 0 —1).
0 0 1l0 0 1 0 0 1
b)

A-X+B=C*%A-X=C*-B;A1-A-X=A4"1-(C*>-B);

[-X=A"1-(C?-B)=>X=A"1-(C?-B).
1 10 1 10 1 4 0
CZ:C-C=<O 3 0)-(0 3 0>=<0 9 0).
-1 0 1/ \-1 0 1 -2 -1 1

1 4 0 -1 0 1 2 4 -1
CZ—B=<0 9 O)—(O -1 0>=<0 10 O).
-2 -1 1 1 1 O -3 -2 1

01 O 2 4 -1 0 10
X=A_1-(C2—B)=<1 0 —1)-(0 10 0)=<5 6
-3 -2

0 0 1/ \-3 -2 1

0 10 O
X = ( 5 6 —2).
-3 -2 1
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4°) @) Halla razonadamente el valordes R para el cual el plan®@=x —y —az +

-2
5 = 0 es paralelo a la recta= xT = _15 = g

b) Calcula razonadamente la distancia de la reczleaxz;3 =y —1=2z al punto
P(1,2,3).

a)

Un vector normal del plan® esn = (1,—1, —a).

Un vector director de la rectaesv, = (3, -5, 2).

El planog y la rectar seran paralelos cuando el vector normal del pjaab
vector director de la recta sean perpendicularesapcuando su producto escalar sea
cero.

n-v,=0=(1,-1,—-a)-(3,-5,2)=0; 3+5—2a=0; 8—2a=0;

4 —a=0>=>a=4.

Elplano B y la recta son paralelos para a = 4.

b)

La distancia de un punto a una recta puede detarsarieniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaesmodulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto dealselpor la altura.

Un punto y un vector desonQ(3,1,0) y v, = (2,1, 1).
QP=[P-0]=1[(1,2,3)—(3,1,0)] = (-2,1,3).
Para una mejor comprension del proceso se hadibujo de la situacion.

S=|v;AQP =
5=|1|7;7| ?h|}:> [ QP) = 1ol -k =

> h=d(p,r) =22

[vrl

Aplicando la formula al punto P y a la recta

ik
o 2 1 e
AP, 7) = [ornQP| |-, 1 3ll _ 13i-2j+2k+2k—i-6j| _ |2i-8j+4k] _ 22+(-8)2+42
T w T V22 Varitl - Ve V6 B

_ Vate4+16 _ VB4 _ .
== _@_\/ﬁu—d(P,r).




Otra forma de resolver este ejercicio es la sigaie
El haz de planos ar tiene por ecuaciom =2x+y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz el planor que contiene al punt®(1,2,3) es
el que satisface su ecuacion:

a=2x+y+z+D=0
P(1,2,3)

}=>2-1+2+3+D:0; 7+D=0=>D=-7=
>n=2x+y+z—-7=0.
La expresion de la rectadada por dos ecuaciones implicitas es la siguiente

_(x—=2y=1
ﬁ?":{y_zzzl

x—3
r —_—
2

x—3=2y—2}

=y_1:Z; y-l:ZZ

El puntoT, interseccion de la rectacon el planar es la solucion del sistema
que forman:
n=2x+y+z—-7=0) 2x+y+z=7
:{x—2y=1} x—2y=1}=>x=2y+1:
"= y—2z=1 y—2z=1

2(2y+1)+y+z=7} 5y+z=5} 10y + 2z =10
y—2z=1) y—-2z=1 y—2z=1

}=>11y=11; y=1.
1-2z=1=22z=0;, x=2-14+1=3. T
El punto de corte €8(3,1, 0).

: : : : r
La distancia pedida del punto P a la rectg equivalente |
a la distancia entre los puntos P y T, o sea elode|PT|:

d(P,r) = [PT| = JG-1D2+ (1 - 22+ (0-3) =

=y22+ (D2 + (32 =V4+1+9=V14

d(P,r) = V14 unidades.
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59 a) De una urna que contiene tres bolas blancas palas rojas extraemos, suce-
sivamente y sin reemplazamiento, dos bolas. Calazlanadamente la probabilidad
de:

a,) Que la segunda bola extraida sea blanca.

a,) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, gperteera fuera roja.
b) El tiempo de duracion de las llamadas telefonecagerta centralita se distribuye
segun una distribucion normal de media 5 minuteananza 4. Calcular razonada-
mente:

b,) La probabilidad de que una llamada dure menosxdmihutos.

b,) El tiempo de duracién que no es superado por &b 8@ las llamadas.

a)
al) 3 2 2 3 6 6 12 3
P=PBB)+P(RB)=2-242.2=224°2-2_2_975
5 4 5 4 20 20 20 4
a) )
_ aploapy _ P(ARN2:B) _ P(1*R)-P(22B) _ 5% _ 36 _ 6 _
P = P(1°R[2B) = P(22B)  P(BB)+P(RB) iiii - 260.260 T 12
=1=05.
2
b)
by)
Datos:u = 5; o =4.
P(X < 4,5). Tipificando la variableZ = % = XT_S.
4,4-5

P(X <45) =P (2 <) = p(2<25) = P(2 < -0,125) =

=1—P(Z >0,125) = 1 — 0,5497 = 0,4503.

b,)
Zy=P(Z<Zy)=1-33%=67%=0,67.

Mirando la tabla de distribucién Norm#l(0, 1), a 0,6700 le corresponde en la
tabla 0,44.

XT_S =044; X=5+ 1,76 = 6,76.



El 33 % de los usuarios no supera los 6,76 minutos por llamada.
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